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Exercice 1

Dans l'espace vectoriel E des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou
égal à 4, nous considérons l'application f qui à tout polynôme P de E associe le
polynôme f(P ) dé�ni par :

f(P )(X) = (−1 + X)P ′(X)− P (X)

où P ′ désigne le polynôme dérivé de P .

1. Véri�er que f est un endomorphisme de E.

2. Soit la base B0 = (1, X,X2, X3, X4) de E.

(a) Déterminer la matrice M de f dans la base B0.

(b) Résoudre les systèmes M


a
b
c
d
e

 = λ


a
b
c
d
e

 pour λ = −1, 0, 1, 2 et 3

(c) Déterminer Imf et ker f . En préciser des bases et véri�er le théorème du
rang.

3. Nous considérons l'application f 2 = f ◦ f

(a) Exprimer f 2(P ) en fonction de P , P ′ et P ′′.

(b) Déterminer le noyau de f . En déduire le rang de f 2.

4. Utiliser ce qui précède pour déterminer les solutions polynômiale de l'équation
di�érentielle

(−1 + x)2y′′ + (1− x)y′ + y = 0

Exercice 2

Nous considérons la forme di�érentielle

ω(x, y) = −y2dx− x2dy

dé�nie sur U = R2\(0, 0)
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1. Dire pourquoi ω n'est pas exacte.

2. Nous considérons le facteur intégrant f [u(x, y)] où u(x, y) = xy.

(a) Monter que si f(u) véri�e l'équation di�érentielle

uf ′(u) + 2f(u) = 0 (1)

alors ω′(x, y) = ω(x, y)× f [u(x, y)] est exacte.

(b) Résoudre (1), en déduire les fonctions ϕ(x, y) dé�nies sur U telles que
ω′ = dϕ.

(c) Déterminer la courbe intégrale ϕ(x, y) de ω = 0 telle que ϕ(1, 1) = 0

3. (a) Montrer que ω(x, y) = 0 est équivalent à une équation di�érentielle, notée
(2), du premier ordre.

(b) Intégrer (2) et retrouver le résultat précédent.

Exercice 3

Soit α > 0. Déterminer f : R2 −→ R de classe C2 telle que

α2∂2f

∂x2
− ∂2f

∂y2
= 0

On utilisera le changement de variable u = x + αy et v = x− αy.
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